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A fast technique is desired for estimating reﬂection coeﬃcients of electromagnetic plane
waves from a plane boundary of discretized perfect matched layer(PML), because in the
ﬁnite element analysis(FEA) division of PML region into ﬁnite-elements and absorption
parameter distribution in the PML should be determined for achieving non-reﬂection from
PML boundary. For tackling this problem, we present the reﬂection coeﬃcients calculated
from discretized wavenumber. In this paper, we consider the plane wave scattering from
a PML plane boundary, and demonstrate that the results give satisfactory approximation
of FEA results.
































あるいは complex coordinate stretching(7, 8) と呼ばれる導出
方法により，周波数領域での材料定数が得られるようになり
(9, 10)，PML 材料の有限要素法での利用が可能となった．現在


































等方性媒質 (誘電率 ε，透磁率 µ)，PML 材料 (誘電率 ε¯PML，
透磁率 µ¯PML)，完全導体を Fig.1のように配置し，等方性媒質側













+ yˆyˆs(x) + zˆzˆs(x)) (2)
となる．ここに，xˆ，yˆ，zˆ は，それぞれ x，y，z 軸方向の単位ベ
クトルであり，s(x) は complex coordinate stretching に用い
る複素関数










1 2 n n+1
Fig.2 n-th order element
平面電磁波は等方性媒質とその PML材料の平面境界 Γ1 では，
無反射で屈折せずに直進するので PML材料内で伝搬定数 kPML
は
kPML = kis(x) cos θi (5)
となる．また，PML材料中の界の依存性を exp(−jkPMLx)と表


























sin2 θi − η
]
φ(x˜) = 0 (7)
と書ける．ここで，H波入射では，





























− j cos θi
]
φ(0) = −j2φ0 cos θi at Γ1 (10)
が成立する．ここで，φ0 は，入射電磁界の振幅であり，H 波入
射のときに E0，E 波入射のときに H0 とする．また，完全導体
上での電磁界の境界条件は
Ez = 0 for H波
dHz/dx˜ = 0 for E波
}
at Γ2 (11)
Table1 Discretized wavenumber in PML













































































Fig.3 Phase error and attenuation error as a function of λ/h
for 1st-,2nd-,3rd-,and 4th order elements
である．以上から，Fig.1 に示した問題は，式 (7) の微分方程式
を，境界条件式 (10)，(11) を課して 1 次元有限要素解析する問
題となる．この有限要素解析の定式化については良く知られてい
るので (16)，本論文では省略する．









に示すようにステップ幅が l の N ステップで階段近似する．こ
のとき，PML 材料は，各層の厚みが l で誘電率 ε¯PML と透磁率






































Fig.4 Reﬂection coeﬃcient on the plane boundary between
an isotropic media and its PML
える．一様均質 (δ(x) = (一定))とした入射側と透過側の半無限
PML材料の平面境界での電界反射係数 R˜it は，入射側離散化波
数を k˜i，透過側離散化波数を k˜t とすると
R˜it = (−1)p k˜i/si − k˜t/st
k˜i/si + k˜t/st
(13)
となる．ここで，si = 1− jδi, st = 1− jδt であり，一定とする．
また，H波入射では p = 0，E波入射では p = 1である．なお，
非一様な場合 (m = 0)には，δ(x)を階段近似し，各層内で δ(x)
を一定として，多層媒質での反射として扱う．
Fig.1 において，PML 材料を一様 (m=0) とした場合の境界
Γ1 での電界反射係数 R˜ は，式 (13) において，k˜i = ki cos θi，







波，E波入射ともに RPEC = −1である．なお，k˜t ∼ ki cos θist
では，R˜it = 0となり，式 (13)，(14)と式 (6)から求まる反射係
数は，|R˜| ∼ |R|となる．
離散化波数は，半無限一様均質媒質を Fig.2 に示す n 次ラグ
ランジュ節点要素で分割を行うと，要素の補間関数から節点間
距離 h と媒質内伝搬定数の関数として求まることが知られてい
る (15)． いま，一様均質 (δ(x) = (一定)) とした半無限 PML
材料へ，波数の大きさ ki の平面波が入射角 θi で入射する問題
































































































Fig.5 Dependences of reﬂection coeﬃcient on incident angle
and maximum loss tangent
を考え，1 次から 4 次要素で分割を行ったときの PML 材料内
の離散化波数 k˜PML を調べたものを Table1 に示す．ここで，
kPML = ki(1 − jδ) cos θi である．具体的に，入射角 θi = 0◦，
吸収係数 δ = 0.3 として要素の補間関数が 1 次，2 次，3 次，
4 次の位相定数 (Re(k˜PML)) と減衰定数 (-Im(k˜PML)) の相対誤
差の λ/h 依存性を調べたものを Fig.3 に示す．ここで，λ は
λ/h = 2π/(kih) を満足する PML 材料内波長である．このと





厚み kiL を決定する．補間関数の次数に関わらず λ/h の増加に
対して位相定数，減衰定数ともに相対誤差が指数関数的に減衰し
































































































Fig.6 Dependences of reﬂection coeﬃcient on incident angle
and maximum loss tangent
ていること，補間関数の次数が高い方が収束が速いことが確認で
きる． Fig.4 は電界反射係数の大きさを式 (13) から計算したも






係数の関係を調べる． Fig.5，Fig.6 は，Fig.1 において，層数
N = 120 とし，式 (6) による解析解 ( ◦，◦，◦ ) と H 波入射



































(a) δmax = 0.1



































(b) δmax = 0.2
Fig.7 Dependence of reﬂection coeﬃcient on λ/h for m=0
and θi = 0
◦
( ， ， )，E波入射 ( , , )の有限要素解の電
界反射係数の大きさの入射角 θi 依存性を，吸収係数分布関数の
次数 (a)m=0，(b)m=1，(c)m=2 として調べたものである．要
素の補間関数の次数は 2 次とした．Fig.5 では規格化 PML 厚
み kiL = 6.0π と固定し，最大吸収係数 δmax = 0.1, 0.2, 0.3 と
変化させ，Fig.6 では最大吸収係数 δmax = 0.1 と固定し，規格
化 PML 厚み kiL = 6.0π, 12π, 24π と変化させ計算を行った．
Fig.5，Fig.6 から，吸収係数分布関数の次数 m に関わらず，最
大吸収係数 δmax と規格化 PML 厚み kiL の増加とともに電界
反射係数の大きさが減少していること，調べた中では，m=0 の
ときに電界反射係数がもっとも小さいことが確認できる．また，






































Fig.8 Dependence of reﬂection coeﬃcient on λ/h for θi =
60◦, m=0 and δmax = 0.1



































Fig.9 Dependence of reﬂection coeﬃcient on λ/h for θi =
0◦, m=1 and δmax = 0.2
6. 離散化波数を用いた解析解と有限要素解との比較
これ以降の計算は，H波と E波入射，規格化 PML厚み kiL =
24π，補間関数の次数を 1次，2次，3次，4次として行う．
Fig.7は，入射角 θi = 0◦，吸収係数分布関数の次数m=0，最
大吸収係数 (a)δmax = 0.1，(b)δmax = 0.2．有限要素解と離散
化波数 k˜PML から計算した解析解の電界反射係数の λ/h 依存性
を調べたものである．Fig.7(a)では，式 (6)から求まる反射係数
の大きさ −1.3098× 102[dB]へ収束していることが確認できる．
また，有限要素解 (H波:( , , , )，E波:( , , ,
)) と離散化波数から計算した解析解 (H波:( ◦, ◦, ◦, ◦ )，




Fig.8は，入射角 θi = 60◦，吸収係数分布関数の次数m=0，最
大吸収係数 δmax = 0.1とし，Fig.9は，入射角 θi = 0◦，吸収係
数分布関数の次数m=1，最大吸収係数 δmax = 0.2として，有限
要素解と離散化波数 k˜PML から計算した電界反射係数の λ/h 依
存性を調べたものである．式 (6) から電界反射係数の大きさは，
入射角が θi = 60◦ の場合には，θi = 0◦ の場合の半分となり，吸
収係数分布関数の次数がm=1の場合には，m=0の場合の半分と
なることがわかる．Fig.8では，Fig.7(a)で設定したパラメータ
での反射係数の大きさの半分の値 −6.5490 × 101[dB] へ収束し
ており，Fig.9では，Fig.7(b)で設定したパラメータでの反射係
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